3. Linearis egyenletrendszerek direkt megoldasa

Mérnoki feladatok megoldasa soran gyakran kell nagyméretii linedris egyenletrendszereket megoldani.
Differencidlegyenletek numerikus megoldasa is sokszor linedris egyenletrendszerre vezet. Ebben a
fejezetben bemutatjuk az egzakt megoldasokhoz vezeté modszereket, alkalmazasuk korlatait.

V 3. 1. A linearis egyenletrendszer felirasi médjai, megoldhatésaga

Az n ismeretlent tartalmaz6, m egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer altalanos alakja:
a Xt apx, .. Fa,xt.. . ta x, =b,
Ay X, t Ay Xt tayxt.. . ta,, x,=b,

a;x;+t a,x,*..ta,x+... ‘a, x =p

~

a,,;x;t a, ,x+..+ta x+.. . +a, x =0,

aholazx; (k =1,2,...,n) a k-adik ismeretlen, aza, ((=1.2,...m k=12,.. . n)ésab;(i=1.2,..
.,m) valos szamok. Az a, a k-adik ismeretlen egylitthatdja az i-edik egyenletben , a b, pedig az i-

edik egyenletben levd konstsns tag.

Az egyenletek a kdvetkez6é tomorebb alakban irhatok :
n

Zaikxk=bl, 1=1,2,...,m.

k=1
Jeloljik azx, (k=1,2,...,n) egyiitthatoibol alkotott vektort a,-val, a b, konstans tagokbol
alkotott vektort pedig b-vel, azaz
Q= () s Ayps v s Qipsenns@y i), D=(by, by, oDy b, ).

fgy a linearis egyenletrendszer vektoregyenlet alakban :

a1x1+a2x2+...+akxk+...+anxn=b

ahol a;,a,,...,a,,...,a_,bazm dimenzios tér vektorai.

A matrixmiiveletek alkalmazasaval a linearis egyenletrendszer még tomorebb alakba irhato. Az
ismeretlenek egyiitthatoit egy m x n-es matrix (A) egyiitthatomatrix elemeiként, a konstansokat
egy b-tm x 1-es oszlopvektorként, az ismeretlenekbdl alkotott n x 1-es x oszlopvektort felirva az
egyenletrendszer matrixos alakja:

Ax=b
Homogén az egyenletrendszer, hab=0, inhomogén, hab + 0.

Az n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasanak neveziink minden olyan {x, x,, ...,
x,} rendezett szam n-est, melynek elemeit rendre a megfeleld ismeretlenek helyébe helyettesitve az

egyenletrendszer minden egyenlete teljesiil. Ha van ilyen rendezett szam n-es, akkor az
egyenletrendszert megoldhaténak nevezziik.

Az alabbi kérdésekre keressiik a valaszt:

a ) Mi a feltétele annak, hogy az egyenletrendszer megoldhat6 legyen?



b ) Ha a rendszer megoldhatd, akkor hany megoldas van?
¢ ) Hogyan lehet az 6sszes megoldast megadni?

A linearis egyenletrendszer megoldhatdsagat az egyenletrendszer altalanos, vektoregyenletes és
matrixos alakja alapjan kiilonbozdképpen fogalmazzuk meg.

A linearis egyenletrendszer megoldhato
- az altalanos alak alapjan: ha az egyenletei k6z6tt nincs ellentmondas

- a vektoregyenlet alapjan : ha a konstans tagokbol alkotott b vektor felirhaté az
egyiitthatovektorok linearis kombinaciéjaként, vagyis b benne van az
a,,a,,...,2,,...,a vektorok altal generalt térben.

- a matrixegyenlet alapjan : ha ab oszlopvektor benne van az A oszlopvektorai altal generalt
térben.

A tovabbi kérdésekre a kiilonb6z6 megoldasi mddok sordan adunk valaszt.

V 3. 2. Szabalyos linearis egyenletrendszer megoldasa inverz matrix

segitségével és Cramer szaballyal

Hasznalt Maple parancsok: LinearAlgebra csomag Matrix, Determinant,
Adjoint MatrixInverse, simplify, GenerateMatrix

Elészor roviden foglaljuk dssze a lineéris algebra alapfogalmait.

V 3. 2. 1. Definicio

Az Ax =Db alakl egyenletrendszer szabalyos, ha az A négyzetes (kvadratikus) matrix, valamint
determinansa nem 0. ]

V 3. 2. 2. Definicio
a1 4y, ‘ ‘
Az A= 2x2 -es kvadratikus matrix masodrendi determinansanak nevezzik
) 1 4

Az Ay |4y 5, — ) 54, kifejezés értékét.

V 3. 2. 3. Definicio

Az n x n -es kvadratikus matrix n-edrendii determinansanak nevezzik a kovetkezo6 rekurziv
kifejtés eredményeképpen kapott értéket:

al 1 - . . al

s

,

n
L o _
detA=| a4 "'“1,2’41, )+ +a1,nAl,n kglal,kAl,k

ahol 4,, az a,, elemhez tartozo (n-1)-ed rendii aldeterminans. Ezt az eredeti
determinansbol ugy kapjuk, hogy az eredeti determinans elsd sorat és k-adik oszlopat elhagyjuk,

¢s az igy kapott determinanst( - 1 )kJr ! -gyel szorozzuk. Ez a determinans elsd sora szerinti
kifejtés. [ |

V 3. 2. 4. Definicio

Ha a det A #0, a matrix regularis, ha det A =0, a matrix szingularis. |



V 3. 2. 5. Definicio

Ay 4y, - - Ay q Al, 1 Az, 1 An, 1
a - A Al, 3

Az A= ) ) .. . | matrix adjungaltja adj A= ) ) L ahol
a, - - Al, 0 .. An’ N

Al.j az A matrix determinénsénak_aij eleméhez tartozo (eldjeles) aldeterminénsa. |

V 3.2.6. Tétel

(adj A).A=(det A)-E, ahol A egy tetszOleges n x n-es kvadratikus matrix, E pedig az n x n -es
egységmatrix.[

V 3.2.7. Tétel
(adj A).A=A.(adj A) |

V 3. 2. 8. Definicio

A regularis négyzetes A matrix inverz(nem kell ez: vagy reciprok) matrixa az a matrix, melyre
AA'=E illetve A" .A=E [

.. . -1_adjA
Kovetk A=
ovetkezmény dotA

Maple-ben a lineéris algebra eljarasait a LinearAlgebra csomag tartalmazza

1. Példa Definialjunk tetszéleges, 3x3-as matrixot, hatarozzuk meg determinansat, adjungaltjat és
inverzét!

Megoldas

> with(LinearAlgebra) :
A= Matrix(3, 3, [[al’ p a4y 3], [az, pay 24y 3], [al 1> A3, 0 A3, 3]])

1 9,2 9,3
A=Ay ay, G5
d3 1 4932 4933
> Determinant(A4)
Ay Ay a3 30y 1Ay 303 )T 0y 1G5 5,0 370y 10y 03 3T A3 10y 5,0y 3703 10y ,0; 3
> Adjoint(A)
Ay 003 3 dy3d3 ) A3 0] 37 d) 5033 A0y 37 dy 043
“ay a3 3t ay 3a3 Gy A3 370y 303 —A) Gy 3T a) 30,
Uy 1 Q3 9~ 0y 03 | ~a) (A3, A ya3 | A 10y =0 54,

> MatrixInverse(A) :
> simplify(A.MatrixInverse(A4) )



100
010
001

Az ellendrzéssel valdban azt kaptuk, hogy a matrix €s inverzének szorzata egységmatrixot ad
eredményiil.

V 3.2.8. Tétel
Ha a linedris egyenletrendszer szabalyos, a megoldasvektora
x=A"'b
alaku. [

A tételt a mérndki gyakorlatban sokszor hasznéljak. az inverz matrix meghatarozasa viszont hossza
szamolassal jar. Bebizonyithato, hogy ennek meghatarozasat helyettesithetjiik n+1 darab
determinans meghatarozasaval.

V 3.2.9. Tétel

Ha egy lineéris egyenletrendszer szabalyos, akkor:
- megoldhato
- pontosan egy (n elembdl 4ll6) megoldasa van
det A,

det A
ahol det A az egyenletrendszer egylitthat6ibol szarmaztatott determinans, det A; pedig az i-edik

modositott determinans, amely det A-bol Gigy jon létre, hogy az A matrix i-edik oszlopat az
egyenletrendszer jobb oldalan 4116 konstansok oszlopaval helyettesitjiik.

- amegoldas x, = alaku, i=1.n

A tétel harmadik allitdsat Cramer-szabalynak nevezziik.
Bizonyitas
A bizonyitast a szabalyos 3x3-as egyenletrendszer esetén végezziik el.
> 4= Matrix(3, 3, [[al’ pay Ay 3], [az’ pay 24y 3], [al 1> a3, O3 3]]);

Ay 4y 4qy3
A=y Gy o Gy 3

a3 d3 o d3 3

> Al = Matrix(3, 3, [[bl’ p Ay Ay 3], [bz, 1> Ay 0 Uy 3], [bl P a3, 0 A3, 3]]);

b1,1 ay 2 4y 3
Al:=| by ay, a4
b3,1 d3 o d3 3

> A2 = Matrix(?a, 3, [[alj b bl, pa, 3], [az, b b2, 1>, 3], [a3) ’ b3) p a3, 3]])



a1 bl, 1 9,3

A2:=| ay | by a5,

as | by oas

> A3 = Matrix(?a, 3, [[aly b Ay bl, 1], [az, 1o, b2) 1], [a3) a3 b3, 1]])
ayy ay, by,

A3=| ay | ay, by,

as | d3 - b3,1

S y] = Determinant(Al) 2 = Determinant(A2) 3= Determinant(A3)
Determinant(A) Determinant(A) Determinant(A)

> megoldas == Matrix(3, 1, [x1, x2,x3])

megoldas :=

[[(bl,1"2,2“3,3_b1,1"2,3“3,2+b2,1“3,2“1,3_bz,1“1,2“3,3+b3,1a1,2“2,3
_bs,laz,zal,s)/(al,1“2,2“3,3_a1,1“2,3"3,2"‘“2,1“3,2“1,3_a2,1“1,2a3,3
+a3,1“1,2“2,3_a3,1“2,2“1,3)]=
[(“1,1b2,1“3,3‘“1,1“2,3173,1+az,1b3,1“1,3_"2,1b1,1“3,3+a3,1b1,1a2,3
_a3,1b2,1a1,3)/(a1,1“2,2“3,3‘“1,1“2,3“3,2"'“2,1“3,2“1,3‘“2,1“1,2“3,3
"‘“3,1“1,2“2,3_“3,1“2,2"1,3)}
[(“1,1“2,2b3,1_“1,1b2,1“3,2+“2,1a3,2b1,1_az,lal,zbs,l+“3,1a1,2b2,1
_as,laz,zbl,1)/(“1,1“2,2“3,3_a1,1“2,3"3,2"‘“2,1“3,2“1,3_a2,1“1,2a3,3
+a3,1a1,2a2,3_a3,1%,2“1,3)]]

> ellenorzes == simplify(A.megoldas) =B

b
ellenorzes .= bz,l =B
b

2. Példa Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletrendszert a 3.2.8. és a 3.2.9. tétel alkalmazasaval is.
X —2x—x; =1
X T X, =1
2 x, +x;=1

Megoldas

> rendszer = x, —2x—x3=L-x; —x,=1,2x +x;=1:

Az egyenletrendszerbdl generaljuk az egyiitthato- €s a jobboldali konstansokbo6l 4116 méatrixot!

> A, B:= GenerateMatrix( [rendszer], [xl, X5, x3])



1 -2 -1][1
AB=|-1 -1 0|1
2 0 1|1

Eredményiil két matrixot kapunk, az els6 az egyiitthatomatrix, a masodik a konstans vektor.

Vizsgaljuk meg, az egyenletrendszer szabalyos-e, vagyis az egylitthatomatrix determindnsa
egyenl6-e 0-val.

> detA := Determinant(A)
detd = -5

Az egyenletrendszer szabalyos, 1étezik az egyiithatomatrix inverze. A megoldas az inverz matrix
segitségével:
> megoldas := MatrixInverse(A).B

0
megoldas .= | -1
1
Ellendrzés:
> ellenorzes := simplify(A.megoldas) = B
1 1
ellenorzes:=| 1 |=| 1
1 1

Most képezziik az A1, A2, A3 matrixokat, és a determinansaikat.

1 -2 -1 11 -1
> Al =1 -1 0 |:detdl := Determinant(Al);A2:=| -1 1 0 |:detd2
1 0 1 21 1
1 -2 1
= Determinant(A2); A3 == | -1 -1 1 |:detA3 := Determinant(A3)
2 01
detAl =0
detA2:=5
detA3 = -5
Tehat az egyenletrendszer megoldasa
> xi1]i= LA p) LU g3y deS,
x, =0
X, = -1
Xy =1

Ami megegyezik az el6zéekben kapott megoldassal.



V 3. 3. Linearis egyenletrendszer megoldasa Gauss-Jordan médszerrel

Hasznalt Maple parancsok: RowOperation, BackwardSubstitute, GaussianElimination,
ReducedRowEchelonForm

V 3.3. 1. A modszer lényege, 1épésenkénti megoldas

A kovetkezd modszer nemcsak szabalyos linedris egyenletrendszer megoldéasara alkalmas.
Az eljaras soran a kovetkezd elemi ekvivalens atalakitasokat végezziik el:

El. Valamelyik egyenletet egy 0-tol kiilonb6z6 szammal végigszorozzuk.

E2. Valamelyik egyenlethez egy masik egyenlet szamszorosat hozzaadjuk.

E3. Két egyenletet felcseréliink.

E4. Az olyan egyenleteket, amelyekben valamennyi egylitthat6 és a jobboldali allando is
0 elhagyjuk.

Ezek az atalakitasok az eredetivel egyenértékii egyenletrendszerhez vezetnek. Segitségiikkel az
egyenletrendszerbdl kikiiszoboljlik - egymads utan - az ismeretleneket.

Az egyenletrendszert leirhatjuk matrixok segitségével, hogy az egyiitthatomatrixot kibovitjiik
egy oszloppal, amely a jobb oldali konstansokat tartalmazza. Ezt az m x (n+1)-es matrixot az
egyenletrendszer Kibévitett matrixanak nevezziik.

Az egyenletekkel végzett E1-E4 elemi ekvivalens atalakitdsoknak a kibdvitett matrixnal a
sorokkal végzett hasonld valtoztatasok felelnek meg:

M1. Valamelyik sort egy nullatél kiilonb6z6 szammal végigszorozzuk.
M2. Valamelyik sorhoz egy masik sor szamszorosat hozzaadjuk.

M3. Két sort felcseréliink.

M4. A csupa 0-bdl all6 sorokat elhagyjuk.

A kibdvitett matrixon végzett fenti 1épéseket elemi sorekvivalens atalakitasoknak nevezziik.

Az atalakitasok utdn egy olyan matrixhoz jutunk, amelyben az els sort kivéve minden sor sor
nullédkkal kezdddik, az elsd valahany sorban az els6 nem 0 elem mindig 1-es ( az un.
vezéregyes), ezek csupa kiilonbozd oszlopban, 1épcsdzetesen lefelé és jobbra helyezkednek el, a
vezéregyesek alatt pedig minden elem 0. Lehetnek ezen kiviil olyan sorok is, amelyekben az
egylitthatomatrixnak megfeleld rész csupa 0. Az igy 1étrejovo format lépcesés alaknak nevezziik.

* * * *

1 a), ap; A b1
* * *

0 1 a, 3 N b2
* * *

0 0 1 a3 4 - - - - Gy, b3

0 0 0 1

* *

0 0 0 00001 a b

n, m n

A 1épcsés atalakitashoz az egyenletek sorrendjét ugy alakitjuk, hogy az azonos sor és
oszlopindexi egylitthatok ne legyenek 0 értékiiek. (Féelemkivalasztas vagy pivotalas.)

A 1épcs6s alakbol a vezéregyesek folotti elemeket kinullazhatjuk, ha alulrél felfel¢ haladva az
egyes sorokbol a vezéregyes soranak megfeleld tobbszordsét levonjuk. Az igy adodo alakot
redukalt l1épcsos alaknak nevezziik.



ek ek

La, 0 0 b,
0 10 .0 b,
0O 010 . 0 by
0 001

0 0000001005

Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhatdé meg, ha a redukalt Iépcsds alakban nem fordul
eld olyan sor, amelyben az egyiitthatoknak megfelel6 rész csupa nulla, a jobb oldali rész pedig
nem 0 ( tovabbiakban ezt tilos sornak hivjuk).

A megoldas akkor és csak akkor egyértelmii, ha nincs tilos sor és minden sorban all
vezéregyes, azaz a vezéregyesek szama megegyezik az ismeretlenek szamaval.

Ha az egyenletrendszer megolddsa nem egyértelmii, akkor a vezéregyest nem tartalmazo
oszlopoknak megfeleld ismeretlenek tetszolegesen valaszthatok (azaz szabad paraméterek),
a tobbi ismeretlen pedig ezekkel egyértelmiien kifejezhet6.

V 3. 3. 3. Megoldas a beépitett Maple eljarassal

A Maple GaussianElimination és ReducedRowEchelonForm (redukalt 1épcsds alak) utasitasai
egy lépésben végzik el a sorekvivalens atalakitasokat.

3. Példa Oldjuk meg kovetkez6 egyenletrendszereket a 1épésenként a Gauss-Jordan modszerrel.

i.

x1’—|-2x2-|-x3 = 4 1i; 22 +3x,+ x; = 11 1ii; X,
+ x, +2-x; = 3
22— X, =0 Xp T Xy, —2x =
-7 4-x,+ 4x, +5x3 = 6
3-x; - x, +4-x;=-3
3ox; +2x - x3 = 4 Tx; +T7x, +8 x5 =10
Megoldas

> restart; with(LinearAlgebra) : rendszerl == x[1] +2x[2] +x[3]=4,2x[1] —x[2]
=0,3x[1]—x[2]+4x[3]=-3
rendszerl :=x; +2x,+x,=4,2x, —x,=0,3x, —x, +4x;=-3

> Al, bl := GenerateMatrix([rendszerl ], [x[1],x[2],x[3]]);
M1 = GenerateMatrix([rendszerl], [x[1],x[2], x[3]], augmented = true)
1

21 4
Al,bl=|2 -1 0 |, 0
3 -14 -3



1 21 4

MI=|2 -10 0
3 -1 4 -3
> GaussianElimination (M1);
(12 1 4
0o -5 -2 -8
19 19
o 0 — -—
5 5
> ReducedRowEchelonForm(M]I)
1 00 1
010 2
001 -1
> x:= BackwardSubstitute( %)
1
X = 2
-1
> Alx=bl
4 4
-3 -3

Az elsd egyenletrendszernek van egyértelmii megoldasa.

> restart : with(LinearAlgebra) :
> rendszer? :=2-x,+3x, + ;= 11, x;, = x, -2x3 = -7, 3-x, +2x, - x; =
> A2, b2 = GenerateMatrix( [rendszer2], [xl,xz, x3]) :
M2 = GenerateMatrix( [rendszer2], [xl, X5, x3], augmented = true) :
> ReducedRowEchelonForm(M?2)
1 0 -1 -2
01 1 5
00 0 O

> x:= BackwardSubstitute( %)
X = 5 - —tl

4

A masodik egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van, egy szabad paraméterrel.
> restart : with(LinearAlgebra) :



> rendszer3 '=x,+ x, +2-x3 =3 ,4x,+ 4x, +5'x = 6,7 x +7x, +38
" X3 =10:
> A3, b3 = GenerateMatrix( [rendszer3], [xl, X5, x3]) :
M3 = GenemteMatrix( [rendszer3), [xl, X, x3], augmented = true) :

> ReducedRowEchelonForm(M3)
1 100
0010
0001

> x = BackwardSubstitute( %)

Error, (in LinearAlgebra:-BackwardSubstitute) inconsistent
system

A harmadik egyenletrendszer nem oldhaté meg, egyenletei kozott ellentmondas van.
>

V¥ 3. 3. 3. Inverz matrix meghatarozasa Gauss eliminaciéval

Matrixot az inverzével megszorozva, egységmatrixot kapunk. Ezt felhasznalva, a matrixhoz
hozzavéve az egységmatrixot, majd a sorok dszeaddsa €s szorzéasa segitségével a matrix bal
oldalan kialakitva az egységmatrixot, jobboldalon az inverzmatrix all eld.

4. Példa Adjuk meg a kdvetkezd matrix inverzét eliminacidval.

> restart; with(LinearAlgebra) : M .= Matrix(3,3, [[1,2,1], [2, -1,0], [3, -1,4]])

I 21
M=]2 -10
3 -14

Megoldas
Bovitsiik ki a matrixot az egységmatrixszal:

> MM := Marrix(3,6,[[1,2,1,1,0,0], [2, -1,0,0,1,0], [3,-1,4,0,0, 1]])

1 21100
MM=12 -100120
3 -14001

Végezziink olyan soratalakitasokat, melyek segitségével az elso 3 oszlop alakul at
egysegmatroxsza:
> MM]I := RowOperation(MM, [2, 1], -2)
1 2 1 100
MMI=]0 -5 -2 -2 10
3 -1 4 001

> MM?2 := RowOperation(MM1, [3, 1], -3)



1 2 1 100
MM2=|0 -5 -2 -2 10
0 -7 1 -301
> MM3 := RowOperation (MMZ, 2, - % )
‘12 1 1 0
2 2 1
— 1 £ £ =
MM3 : 0 5 s 5
0 -71 -3 0
> MM4 := RowOperation(MM3, [3,2],7)
(12 1 1 0
2 2 1
mg=| 1SS T
19 1 7
00 — -— -—
5 5 5
> MMS5 := RowOperation (MM4, 3, li )
(12 1 1 0
02 2 1
MMS5 = 5 5 5
1 7
00 1 95 19
> MM6 .= RowOperation(MMi [2,3], - %)
(121 1 0 0
8 1 2
MM6 = 010 19 19 19
1 7 5
001 19 19 19
> MM7 := RowOperation(MM6, [1,3], -1)
' 20 7 5
b2 19 19 19
8 1 2
MM7=1010 9 "19 19
1 7 5
001 19 19 19

> MMS := RowOperation(MM7, [1,2], -2)




4 9 1
Lo 19 19 19
8 1 2
MMS8=|010 19 19 19
1 7 5
001 1 19 19
> MatrixInverse(M)
4 9 1
19 19 19
& 1 2
19 19 19
17 5
19 19 19

Tehat a sorekvivalens 4atalakitdsokkal valoban az egységmatrixhoz jutottunk.
V 3. 4. Linearis egyenletrendszer megoldasa bazistranszformacioval

Tekintsiik az egyenletrendszer a;x; +a,x,+...+ax, +...+a x =b vektoregyenletes alakjat,
ahol a;,a,,...,a,,...,a_,bazm dimenzios tér vektorai.

A megoldas soran meg kell allapitanunk, hogy ab felirhato-c az a,,a,,...,a,,...,
a_egylitthatovektorok linearis kombinacidjaként, illetve ha felirhato, akkor hogyan.

Hab felirhaté az egytitthatovektorok linearis kombinaciojaként, vagyis b benne van az a,, a,, ...
> 4y, ..., a vektorok altal generalt térben., akkor az egyenletrendszer megoldhato.

V 3. 4. 1. Bazistranszformacio

A linearis térbdl végtelen sok bazis valaszthato ki. Ha a tér egy bazisardl egy masikra tériink at,
akkor a tér vektorainak koordinatai - az 01 vektorrendszerre vonatkozo jellemzdi -
megvaltoznak. Bazistranszformacionak nevezziik azt az eljarast, amellyel egy vektornak adott
bazisra vonatkozo6 koordinataibol meghatarozzuk egy mésik bazisra vonatkozo6 koordinatait. A
bazistranszformaciot 1épésenként, Un. elemi bazistranszformaciok egymas utani
alkalmazasaval hajtjuk végre.

Hogyan hajthat6 végre az elemi bazistranszforméacio, azaz hogyan szamitjuk ki egy vektor adott
bazisra vonatkozo koordindtdinak ismeretében ennek a vektornak egy olyan 01j bazisra
vonatkozo6 koordinatait, amely az eredeti bazistol csak egy vektorban kiilonbozik?

Legyen az n-dimenzids tér (L,) egy bazisa b, by ..., b,..., b,ésc # 0azl, egy vektora,

amelyet bevonunk a bazisba (ezt valasztjuk bazisvektornak valamelyik régi bazisvektor helyett )
. Tekintsiik a tér egy tetsz6leges x vektorat, amelynek koordinatai x|, x,,..., x;, ..., x,. Az

x vektornak az 1j bazisra vonatkoz6 koordinatait fogjuk meghatarozni.

Mivel ¢ # 0, ezért c-nek legalabb az egyik bazisvektorra vonatkozd koordindtdja nem 0. Legyen

ez ab, vektorra vonatkoz6 koordinata. A ¢ egyértelmiien felirhato a bazisvektorok lineéris
kombinacidjaként, azaz ¢=c; b, +cb, +.. A¢h,+ .. +cb,, ahol ¢, # 0.
Kicserélhetd-e a b, eredeti bazisvektor a ¢ vektorral? Ez a bazisvektorcsere akkor végezhetd

el,ha b, by,...,b,_, ¢, b ,,..., b, vektorok az L, tér egy masik bazisat alkotjak, azaz



ez az n db vektor lineérisan fliggetlen vektorrendszert alkot.

Hatarozzuk meg az x vektornak az uj bazisra vonatkozo6 koordinatait! Az x vektor az eredeti
bazis segitségével felirva x =xb; +x,b, +...txb,+.. . +x b

A b, helyett ¢ lesz az 1 bazisvektor (a tobbi marad). Az 0j bazissal x =x;'b, +x," b, +. .. +x/¢
+...+x,b, ahol

Ab, vektor ac vektorral kifejezve, majd ezt az x vektor eredeti eldallitasaba behelyettesitve:

1
b, = - ?k b, teby+ote by -ete bt eb,) (¢, # 0).

Igy:
4
x=xb, tx,b,+... - ?k(clb1 tebyt . et e b))+ A x b,

Azx vektornak az 4jb;, b,, . .. ,¢, ... b, bézisra vonatkozo koordinatait leolvashatjuk, ha a
vektorokra vonatkoz6 miiveleti tulajdonsadgokat alkalmazzuk.

4 4 X X

X=0,— b+, — —c b+ +—ct.. +(x,——¢)b,
Ck Ck Ck Ck

Tehat ha a linearis tér k~adik bazisvektora helyett 0j bazisvektort valasztunk (csak olyan vektort
valaszthatunk, amelynek a k-adik bazisvektorra vonatkoz6 koordinatdja nem 0 ), akkor a tér
tetszéleges vektoranak (x) az 0j bazisra vonatkoz6 koordinatait a kovetkezOképpen szamithatjuk
ki:

1. Az x vektornak az 0j (k-adik) bazisvektorra vonatkozé kordinatajat (x, ) megkapjuk, ha az
x régi (k-adik) bazisvektorra vonatkozo6 koordinatéjat elosztjuk az uj (k-adik, ¢ ) bazisvektor
régi (k-adik) bazisvektorra vonatkozé koordinatajaval (c, # 0)

X
. k 1z ..
x, =— =0, ahol ac, # 0-t generilé elemnek nevezziik.
c
k

2. Azx vektornak az 0j bazisra vonatkozo tobbi koordinatajat igy kapjuk meg, hogy az x régi
bazisvektorra vonatkoz6 koordinatajabol rendre kivonjuk az 0j bazisvektor (¢) régi bazisra

X
vonatkozd megfeleld koordinatainak — =& -szorosat:
C
k
x; =x,—0c, (i#k)

Ha tobb vektort akarunk bevinni a bazisba ill. ha egy bazisrdl egy olyan bazisra akarunk attérni,
amely az eredetit6l nem csak egy vektorban kiilonbozik, akkor egymads utan t6bb elemi
bazistranszformaciot végziink.

V 3. 4. 2. Bazistranszformacio Maple-ben

Algoritmus Maple eljaras
elemi (mgen, > restart; with(LinearAlgebra) :
ngen::pozitiv egész, V::

matrix) > elemi = proc(mgen, ngen::posint, V::Matrix)
genel:= 1/ local i, j, genel, delta;

. , .mgen, ngfn genel = V[mgen, ngen]’

ismételd j-re 1-t6] for j to ColumnDimension(V') do

oszlopméretig delta := V[mgen, j1/ genel:
kezdet if j <>ngen then
delta := Vmgenaj for i to RowDimension(V) do
genel if i <>mgen then

haj # ngen akkor V0i,jl1:=VI[ij] — delta* V[i, ngen]




kezdet end if;
ismételd i-re 1-t61 if i =mgen then V[i,j] = delta end if
sorméretig end do
kezdet end if
hai #+ ngen akkor end do;
for i to RowDimension(V) do
Vl',j:Vi,j_SVi, ngen ifi<>mgen then
egyébként V. = ) | Vi, ngen] =0
. ’ else
Yege Vi, ngen] =1
Vege . " end if
ismételd i-re 1-tol end do:
sorméretig V ’
ha i #+ mgen akkor end proc :
Vi, ngen =0 >
egyébként V. ;= 1
eljaras vége

5. példa A kovetkezd egyenletrendszer tartalmaz egy ¢ paramétert. Adjuk meg a c értékét ugy,

hogy
1; az egyenletrendszernek legyen egyértelmii megoldasa

ii; ne legyen megoldasa
iii; végtelen sok megoldasa legyen.

Megoldas

> el = X, —x2+x3+x4=1 rel = 2x1+5x3=8:e3 = x2+2x3—x4=2:e4 =X,
—X, +x,=c:rendszer ‘= el, e, e3, e4:

> M= GenerateMatrix( [rendszer], [xl, Xy, X3, Xy

[E—)

, augmented = true)

1 -11 1 1
yo|2 0508
01 2 -12
1 -10 1 ¢
> elemi(1,1, M)
1 -1 1 11
02 3 -2 6
01 2 -1 2
00 -1 0 c—1
> elemi(3,2, M)
103 0 3
00 -1 0 2
01 2 -1 2
00 -1 0 c—1

> elemi(2,3, M)



(100 0 9
001 0 -2
010-1 6
000 0 c—3

1; Megfigyelhetd, hogy aza,, a, a, a egyiitthatovektorok nem linedrisan fliggetlenek (az
a, aza,-1-szerese), igy az egyenletrendszernek egyetlen c-re sincs egyértelmii megoldasa.

ii; Ha c¢#3, az egyenletrendszer nem oldhaté meg, mert a kontansokbdl all6 vektor nincs benne
aza a, a; a, vektorok altal generalt térben.

iii; Ha c=3, az egyletrendszernek végtelen sok megoldasa van, egy szabad paraméterrel,
X, =9,x%,=-2, x,=6 +x,

Ellendrizziik a megoldast a Gauss-Jordan elimindciéval.

> rendszeruj == el, e2, e3, subs(c =3, e4)
rendszeruj .= x; — X, +x; +x,=1,2x, +5x3=8, X, +2x3 —x, =2, x, —x, +x,=3

> megoldas
= BackwardSubsti tute( ReducedRowEchelonForm ( GenerateMatrix ( [rendszeruj],

[xl, Xy, X3, x4], augmented = true) ) )

megoldas :=

6. példa A kovetkezd egyenletrendszer két szabad paramétert, a-t és b-t is tartalmaz.

3x1+5x2— x3=1
x1+ax2+2x3=2
x1+9x2—5x3=b

Adjuk meg a és b értékét tigy, hogy 1; az egyenletrendszernek legyen egyértelmii

megoldéasa
ii; ne legyen megoldasa
iii; végtelen sok megoldasa legyen.

Megoldas

>el=3x+5x,—x;=1:e2:=x tax,+2x;=2:e3:=x;,+9x, —5x;=b:
rendszer = el, e2, e3 :
> M= GenerateMatrix( [rendszer], [xl, X5, x3], augmented = true)

35 -11
M=|1a 2 2
19 -55b

> elemi(2,1, M)



0 5—3a -7 -5
1 a 2 2
0 9—a -7 b2

> elemi(1, 3, M)

5 3 5

0 —7+7a 1 7

1 10 4

1 7a+ 7 0 7
0 4+2a 0 b+3

> eredmeny = elemi(3,2, M)

(b+3)(—i+ia)
001 S / !
7 4+2a
1 10
eredmeny = 4 (b+3) (761"‘7)
1 &
00 7 4+2a
b+3
010
4+2a

Az eljaras nem kezeli az a = - 2 esetet, hiszen a 4 + 2a-val vald osztést elvégzi.

Megoldas i; Ha a #-2, az egyenletrendszernek tetszoleges b-re egyértelmii megoldasa van.

> megoldas
= BackwardSubsti tute( ReducedRowEchelonForm ( GenerateMatrix ( [rendszer],

[xl, X5, x3], augmented = true) ) )

1 -5a+14+ba+10b |
14 a+2
1 b+3
megoldas := > 442
1 3ba—5b—a—35
14 a+?2

Ellendrizziik hogy ez a megoldas megegyezik-e a bazistranszformaciaval kapott eredmeny-nyel.
a megfeleld sorrendre iigyelniink kell!

> simplify( eredmeny| 1,4] — megoldas( 3 ]); simplify( eredmeny[2,4] — megoldas[ 1 ]);
simplify(eredmeny|[3, 4] — megoldas[2])

Vizsgaljuk meg az a = -2 esetét!

> rendszeruj = el, subs(a=-2,e2), e3



rendszeruj =3 x; +5x, —x;=1,x, =2x, +2x;=2,x, +9x, = 5x;=0b

> Muj == GenerateMatrix( [rendszeruj], [xl, X5, x3], augmented = true)

35 -11
Myj=|1 -2 2 2
1 9 -55b
> elemi(2, 1, Muj)
0 11 -7 -5
1 -2 2 2

> elemi(1, 2, Muj)

7 5
01 11 11
8 12
Lo 11 11
00 0 bH+3

Megoldas ii; Haa =-2 ésb # -3 az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Megoldas iii; Haa =-2¢ésb=-3
> rendszeruj2 :=el, subs(a=-2,e2), subs(b=-3,e3)
rendszeruj2 =3 x; +5x, =x;=1,x, =2x, +2x,=2,x, +9x, = 5x;=-3

> Muj2 = GenerateMatrix( [rendszeruj2], [xl, X5, x3], augmented = true)

3 5 -1 1
Muy2:=|1-2 2 2
1 9 -5 -3
> elemi(3, 1, Muj2)
[0 -22 14 10 |
0 -11 7 5
1 9 -5 -3
> elemi(2, 3, Muj2)
0O 0 0 0 |
11 5
0 -— 1 =
7 7
8 4
1 = 0 =
7 7

Tehathaa =-2ésb =-3 Az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van, egy szabad
paraméterrel (most példaul x, ).

> Solve( [rendszeruj2], {xl, Xy, X3 })



5

_4 _ 8 _ _ A1
X = _7x29x2_x2:x3_7 7 X

7

V 3. 5. Tovabbi Maple eljarasok direkt megoldasokhoz

Ebben a részben tovabbi megoldasi modszereket ismertetiink szabalyos linearis rendszerek
megoldasara, az elméleti hattér részletes ismertetése nélkiil.

Hasznalt Maple parancsok: LUDecomposition , ForwardSubstitute, BackvardSubstitute,
LinearSolve, QRDecomposition, Transpose

V 3.5.1. LU modszer

Az A matrix LU-felbontasa azt jelenti, hogy keressiik azt az L. és U matrixokat, melyekre
teljesiil, hogy A = LU. Ebben a felbontdsban az L egy n xn-es alsé hdromszogmatrix, mégpedig
ugy, hogy a féatloban rendre 1-es elemek helyezkednek el, U pedig egy n xn-es felsd
haromszogmatrix.

> restart; with(LinearAlgebra) : A = Matrix(3, 3, [ [al, pay Ay 3], [az, by o, 3],
(43,15 3, 2 93, 3]])
di 1 4,2 9,3
A=y 5 Gy 3
d3 1 43,2 933
> P, L, U:= LUDecomposition(A)
1 0 0]

1 00 a1
PLU=|010]/]| %1 ,

ay 1 ay »ay 3}

001 3 1 A3 4y 17— d3 141,

1

Ay Gy 41174 14y,

y 20y |~y 14y o Gy3d; |~ 04y 43
09 b b
ap ap

0,0,

1

Ay rd) 1~y 14,

(“3,3“1,1“2,2_“3,3a2,1a1,2_“3,1“1,3“2,2_“3,2"1,1“2,3
+“3,2a2,1“1,3"'“3,1"1,2“2,3)”

Az eredményben P az un. permutal6é matrix (az egyenletrendszer sorait felcseréld matrix) L és
U az elobb emlitett alsé €s fels6 haromszogmatrix. Figyeljiik meg, hogy a matrixok képzése a
Gauss eliminacional latottakhaz hasonld. Szorzatuk visszadja az A matrixot.

> simplify(L.U) =A



aj 1 4,2 4953 aj 1 4,2 4913
Ay | Ay Gy 3 |=| 4y 95 4y 3

a3 1 a3, 433 a3 1 a3, 433

Ha P az egységmatrix az Ax=b egyenletrendszer Ux=y , Ly=b alaktiva valik. Nézziik meg a
megoldast 1épésenként, egy konkrét példan keresztiil:
7. Példa Oldjuk meg a 3x, +4x;=-1,
Tx +4x,+2x,=17,
X+ x,+2x= 0
egyenletrendszert LU felbontassal.
Megoldas

> rendszer = [3 X, +4x,=-1,7x,+4x, +2x,=17, -x; +x2+2x3=0] :
> A, b= GenerateMatrix(rendszer, [xl, X5, x3])

304 -1

A, b= 742 || 17

-1 12 0

> P, L, U:= LUDecomposition(A)

1 0 o0][30 4
R AR A ]
PLU=[01 0| 3 , 3
001 1 1 31
- = 1 =
3 4 00 6

Az Ly=b egyenletrendszer megoldéasa y-ra egyszerti, mert L als6 haromszogmatrix. A
ForwardSubstitute utasitas helyettesitheti ebben az esetben L inverzének meghatarozasat.

> y:= ForwardSubstitute(L, b)

> y:= MatrixInverse(L).b

Ezutan az Ux=y rendszer is konnyen kezelhetd, mert U felséharomszogmatrix.
Utasitéas: BackwardSubstitute



> x := BackwardSubstitute( U, y)

A LinearSolve utasitas a fentieket egy 1épésben megteszi:

> x := LinearSolve(A, b, method ="LU");

V 3.5. 2. QR modszer

Az A=QR felbontasban most Q ortogonalis matrix (a transzponaltja egyben az inverze is, tehat
inverzmatrix helyet elegendd a transzponalttal szamolni), R pedig egy felsé haromszdgmatrix.

8. Példa A 8. példa egyiitthatomatrixat bontsuk fel Q és R matrixok szorzatara.

Megoldas

> O, R:= QRDecomposition(A)

3 = teiee L 57
s9 V7 16166 16166 24
7 3
O.R=| 5559 16166 V16166 - =274 |
- —— 6 =
59 V> 8083 fele6 757

L 2

59

0 é Vv 16166 Vv 16166

8083
31
0 0 =7 V27
> OR=4
30 4 304
742|=| 742
-11 2 -11 2

> Transpose(Q).Q



gy a QRx=b egyenletrendszer két 1épésben oldhaté meg.

> Rx:= Transpose(Q).b

116
— V59
59
440
Rx = 2033 16166
31
-—— 274
137
> x := BackwardSubstitute( R, Rx)
1
X = 3
-1
Egy Iépésben is megoldhaté mindez
> x := LinearSolve( A, b, method ="'QR')
1
X = 3
-1

A LinearSolve parancs opci6i az LU és a QR mellett lehetnek még 'solve’, 'subs', 'Cholesky’,
'hybrid', 'modular’, 'SparseLLU’, 'SparseDirect', 'Sparselterative' is ezek targyaldsa azonban
meghaladja jelen jegyzet kereteit.

V 3. 6. Gyakorlati alkalmazas

9. példa Statikai probléma: Hatarozzuk meg az alabbi dbran szerepld egyensulyi rendszer esetén az
egyes rudakra hat6 eréket Gauss- Jordan eliminacidval.

1000* . 1‘5001

Megoldas

Az egyenletrendszer felirdsakor hasznaljuk fel, hogy az erdk vizszintes és fiiggdleges iranyt
Osszetevoinek ereddje is 0.

> restart



=0:

o

> el = cos(%)Fl—

e2 :=sin(%j F, —l—&—i—sin(%) F5=—IOOO:

e3:=F2—F6=
> ed = —F3=O:
— b TE —_
> es = F7 -+ sin Z F9—500 :
-— n _ .
> e6.—F4—cos Z F9—0.
-—_— n — .
> e’ :=cos E F5+F6—F8—0.
-—_— M n P— .
> e8 = -sin g FS—F7——500.
-—_— TE P— .
> e9.—F8+cos Z F9—0.

> rendszer :=el, e2, e3, ed, el, eb, e7, e8, e9 :
frjuk fel a bdvitett matrixot, oldjuk meg a rendszert, és ellenérizziik az eredményt.
> with(LinearAlgebra) :
A, b= GenemteMatrix( [rendszer], [Fl, F,, Fy, Fy F, F, Fo, F, F9] M=
GenerateMatrix( [rendszer], [Fp F,, F5, Fy, Fs, Fy, o, F, F9], augmented = true) :
> RLA := ReducedRowEchelonForm(M)

-500+/2
5003 + 500
0
-500
-1000

1 0

S o o o O

- o O o O
S O = O o o o o o

RLA =

5003 + 500
1000
500

-500+/2

- o O O O o o O
S O o o o o o o

S O O o o o = o O
S O o o o = o o o

S O O o o o o o
oS O O o o o o -
oS o O O

(= =

(e

—_

> F = BackwardSubstitute(RLA)



-500+/2
500/ 3 + 500
0
-500

F:= -1000

500/ 3 + 500
1000
500

-5002

> AF=b

-5002
5003 + 500
0
-500
A. -1000 =b
5003 + 500
1000
500

-500/2

10 . példa Hotani probléma Fal belsé hdméréskletének meghatarozasa a véges differenciak
modszerével.

Tekintsiink egy sarokelemet, melynek kiilso oldala 0,8 m, falvastagsaga 3 m.



T8 T2 T T3 T2 T3 TH T35 Ti
™ TIg TIO m! | 2| 3| T T
™ g | o ™| T2 T3] TI4

T30 T2 To| Ti| T2| T3| T4 | TS Tof
32 T2 T™H| T2

T3] T T2 T3

T34 T2§ TI3| T4

T34 T4 T4 TS

T35 T24 TIS| TS

T T TI6| T

TS_T2 Ti7 T8

T3_T28 _Tial T9

™l Tl Tl Teel

Adottak a kiilsd és belsd hdmérsékletek, a hdatadasi tényezdk, a hdvezetési tényezd. Adjuk meg a

hémérséklet eloszlast az abran lathatod 9 pontban a kiilonb6z0, ismertett modszerekkel, ha az

egyenletrendszer

alaku (OTKA kutatas 2006)

Megoldas

-4 T+ T, + T,=-50,
T, —4 T, + Ty + Ty=-50,
T, — 4 T, + T, =150,
T,—4T,+ T+ T,=0,
T+ T,—4 T+ T, + T =0,
T, + Ty — 4 T, + T,=- 100,
T,—4 T, + Ty =-50,
Ty + T, — 4 Ty + Ty =- 50,
T, + Ty — 4 Ty=-150

> rendszer = -4 T+ T, +1,=-50,T, =4 T, + T, +T,=-50,7, -4 T, + T, = - 150, T|
— 4N+ +T0,=0,,+T,—4T,+ T, +1;,=0, T, + T, —4 T, + T,=-100, 7,
—4T,+T;=-50, 5+ T, —4 T, + T,=-50, T, + T, =4 T,= - 150 :

> A, b= GenerateMatrix( [rendszer], [Tl, r,.T,T,T,T, T T9]) :

> M:= GenerateMatrix( [rendszer], [Tl, I, 1T, T, 15 T, T5, T, T9], augmented = true) :

Gauss-Jordan elimininacioval:



> RLA = ReducedRowEchelonForm(M) : T := evalf (BackwardSubstitute(RLA) )
[ 32.14285714 |
50.
67.85714286
28.57142857
T:= 50.
71.42857143
32.14285714
50.
67.85714286

LU moédszerrel:

> T := evalf (LinearSolve(A, b, method ="'LU") )
[ 32.14285714 |
50.
67.85714286
28.57142857
T= 50.
71.42857143
32.14285714
50.
67.85714286

QR modszerrel:

> T := evalf (LinearSolve(A, b, method ="'QR') )

[ 32.14285714 |
50.
67.85714286
28.57142857

T:= 50.
71.42857143
32.14285714

50.
67.85714286

ahogyan azt vartuk, kiilonb6z6 mddszerekkel kapott eredmények megegyeznek.

V 3. 7. Maple Oktaté (Tutorial)



> Student| LinearAlgebral, ;. ...someTutor! )

Az Eszkdz6k meniisorban, Oktatok meniipont, Linedris Algebra, Lineéaris Rendszer Megoldas
kivalasztasaval egyszerlien megoldhatunk linedris egyenletrendszereket, illetve 1épésenként
megtanulhatjuk, hogyan kell a Gauss illetve a Gauss-Jordan eliminéciot végrehajtani.

) [Eszkoz6k (T)] Ablak (W) Segitség (H)

Asszisztens (A) >

o Math Apps

I Oktatok (T) >‘ Calculus - Multivariate (M) » |

[ Feladatok (K) b‘ Kalkulus - Egy Véltozé (C) » |
Csomag Betoltése b‘ s o '
= o S Differencial Egyenletek (D) »
Sajatvektor Abrazolas... (E) Liearis Algebra (L) >
Saja'télték... V) Numerikus Analizis (N) 4
Sajatvektorok... (C) El6Kalkulus (P) >
Gauss-Jordan Eliminacié... (J) Vektor Kalkulus (V) >

Gaussian Elimacié... (G)

Linedris Rendszer Abrazols... (L)
Linearis Transzformaciés Abrazols... (M)
Matrix Epit6... (M)

Matrix Inverse...

Linedris Rendszer Megoldas... (S)

Linear Algebra - Linear System Solving g

[ Galssian Eimination | | Gauss Jordan Elimination |




Matrix Builder g
q File Help
Matrix view (A) Variables view
L 23111 24 +3xn+15=11
' 1122 1x-1%)-20,=-7
32104 3x +2x,-1x,=4
)
:l,
l N
\
' |
Matrix A, (rbyc)
' - 3 1 1 0 '
[ ! -1 2 7 0
! 3 B -1 4 0
| 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
| R , Col s
I .3ows(r)v‘ _:urnns(c). [ Square (&) [V] Augmented i Display | [ Close ]

Kivaélasztjuk a megoldds modszerét, majd a Matrix Builder segitségével definialhatjuk az
egyenletrendszert. Ezutan definiadlhatjuk a sorokkal torténé miiveleteket, illetve a Next step gombra
kattintva lépésenként kdvethetjiilk a megoldast. a Solve system of equations gomb megnyomasaval

megkapjuk az egyenletrendszer megoldasat.



r - - ~
w@‘”"m.f Algebra - Gauss-Jordan Blimination T T -

2pplied cperation: Add -3 times row

1 to row 3

File Edit Help
ML ¥ 9 =i
1 -1 -2|-7T|—
32 -114
[, 3 1|1
x 2
I =
1 -1 2] -7
3 2 4 4
[, 3 1|4 =
2 x 2
-5 -5 | -25 G-
%2 2|2
3 2 -1 4
3 1 11
1 . e AR
2 2 2
-5 -5 | -25
0 | = |4
2 2 2
gy s | o -
1 | i | r
I [ Edit Matrix ] [ Solve System of Equations ]
[Undo] [Nextstep | [AHSteps] [Cl-ose]

Add multiple

1 - times
row 1 w add to
row 2 =

[ Add ]
Multiply

2 w times
row 1 -

[ Multiply |
Swap

irow i - }Wiﬂ"l
!row 2 - |

[ Swap. ]




Solve the system of equations in Row-Echelon Form g

Linear System of Equations Solve
23 1 ]|™ 11 st g =
variables:
If |1-1-2||%|=|-7] x[3] = ¢
3 2 ‘1 % 4 =plution |=

V 3. 8. Feladatok

1. Feladat Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket Cramer szaballyal (ha lehet), Gauss-Jordan
eliminécioval és bazistranszformacioval is.

l.a.
X, + x, + 3-x, = 4, 1.b Xy - Xy - x,= -1,
2-x, + Xy - Xy + Xy = 1, x; -4 x, +2
Xy = -1,
3ox; - xy, - Xy +2-x, = -3, 2-x, -3 x, - Xy =5 x,=
-7,



1.d.

x+ 2'x, + 3x= 1, l.e. X+ x + ox - ox
= 4’
x,+ 3-x, + 5-x;= 1,
X, - X, + xy + x4 = 8,
3-x - X, - 4xy= 1, 3-x+ x, +3- x5 - x4 = 16,
9-x,+ 2-x, - xy =1,
S5ex;+ 2-xy, - xy =1,

2. Feladat Tekintsiik a kovetkezd dramkort, hatdrozzuk meg az egyes ellenallasokon atfoly6
aramok erosségét.

V 3. 9. Ellenorzé kérdések

1. irjon példat egy 3x4-es linearis egyenletrendszerre!

2. Mikor oldhaté meg egy linearis egyenletrendszer?

3. Milyen feltételek mellett alkalmazhat6 a Cramer szabaly? Hogyan oldhatd meg az
egyenletrendszer Cramer szaballyal?

4. A Gauss eliminacio 1épései. Mi a feltétele annak, hogy az egyenletrendszernek egyértelmii
megoldasa legyen?

5. Mi a bazistranszformacio 1ényege?

6. Mondjon tovabbi mérndki alkalmazéasokat, ahol linearis egyenletrendszert kell megoldania.



